Dpto. Matematica Aplicada, Facultad de Informatica, UPM EDO 1

TRABAJO EN GRUPO

Movimiento arménico simple

Se considera un resorte de longitud /, y masa despreciable, en posicién vertical con un
extremo fijo y el otro suspendido en el aire. Cuando se coloca una masa m en el extremo
libre del resorte se produce un movimiento oscilatorio hasta que el sistema alcanza la
posicion de reposo. En dicho momento, el resorte ejerce una fuerza hacia arriba igual al
peso de la masa (W = mg, donde g = 9,8m?/s). Si la constante de elasticidad del resorte
es k y el resorte se estira Al con la masa suspendida, entonces

kAl = mg.

Se denota por y(t) el desplazamiento de la masa respecto a su posicién de reposo. Se
desplaza la masa hasta una distancia y, de la posicién de reposo en el instante t =0y a
continuacién se suelta con una velocidad inicial y;, entonces la masa comenzara a oscilar
alrededor de la posicién de equilibrio.

En cada instante ¢ la fuerza que produce el desplazamiento, segin la ley de Newton, es
F =ma = my"(t). Esta fuerza es la resultante de todas las fuerzas que en dicho instante
actian sobre la masa. Si suponemos que el medio donde se mueve la masa no ejerce una
fuerza de rozamiento, entonces la tnica fuerza que actia es la ejercida por el resorte que,
segin la ley de Hooke, es igual a la constante de elasticidad por el desplazamiento (en
direccién contraria). Asi,

—ky(t) = my"(t)

Las soluciones reales de esta ecuacion lineal son de la forma

[k [k
y(t) = crcos\/ —t +coseny/ —t, 1,00 €ER
m m

Las constantes ¢; y ¢y se determinan con las condiciones iniciales y(0) = yo e 3'(0) = y;.
El movimiento es peridédico con periodo T' = 271'\/% y frecuencia de oscilacion f = % =

%\/% . Si introducimos la frecuencia angular w = \/% , las soluciones tienen la forma
y(t) = c¢q cos(wt) + casen(wt) ¢p,c0 €R
Se suelen expresar del modo
y(t) = Asen(wt — ¢) o y(t) = Acos(wt — @)

donde A = /& + 3 es la amplitud (desplazamiento mdximo) y ¢ es la constante dngulo
de fase, definido por cos¢ = ¢ y sen¢ = %, esto es, tan¢ = z—f

Ejercicio 1: Una masa que pesa 100kg se sujeta a un resorte suspendido del techo
y ocasiona que el resorte se estire 20 cm al llegar al reposo en equilibrio. Se desplaza la
masa hasta un punto que estd 5cm por debajo de la posicion de equilibrio y en el instante
t = 0 se suelta con una velocidad inicial cero. Determinar el movimiento arménico simple
de la masa, junto con su amplitud, periodo y frecuencia natural. Trazar la grafica del
movimiento.
Movimiento libre amortiguado

En el movimiento armoénico simple se asume ausencia de fuerzas de resistencia al movi-
miento debidas a la viscosidad del medio (la masa puede estar sumergida en el agua, tener
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un dispositivo que amortigua la aceleracion, etc.). Suponemos que la fuerza de rozamiento
es proporcional, con constante b, a la velocidad del movimiento. En el movimiento libre
amortiguado actian dos fuerzas en direccion opuesta al desplazamiento, la del resorte y
la de rozamiento y, por la segunda ley de Newton, la ecuacién de movimiento es

my"(t) = —ky(t) — by'(t).
Equivalentemente
b k
y'+—y'+—y=0
m m
El ecuacién caracteristica es \2 + %/\ + % = (. La raices son:

— 1
—b —/b% — dmk
2m  2m

Describir y analizar el movimiento y en cada uno de los siguientes casos:
» Si b? < 4mk se produce un movimiento oscilatorio o subamortiguado.
» Si b2 = 4mk se produce un movimiento criticamente amortiguado-
» Si b? > 4mk se produce un movimiento sobreamortiguado.

Ejercicio 2: Una masa que pesa 2kg se sujeta a un resorte suspendido del techo y
ocasiona que el resorte se estire 49 cm al llegar al reposo en equilibrio. La constante de
amoriguacién del sistema es b = 8v/5 kg/seg. Se desplaza la masa hasta un punto que
estd 10 cm por debajo de la posicion de equilibrio y en el instante t = 0 se suelta con
una velocidad inicial 2m/seg dirigida hacia abajo. jcudl es el desplazamiento maximo que
alcanzara por debajo de la posicion de equilibrio?

La ecuacién de Van der Pol

Describir la ecuacion la ecuacion de Van Der Pol que surge en teoria de circuitos
eléctricos.

Ejercicio 3: Analizar el comportamiento cualitativo (estabilidad) del sistema de Van
Der Pol en el punto critico (0,0), segun los valores del pardmetro pu:

siendo F(z) = & — x.



